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Chapitre XXI : Applications linéaires

Dans tout ce chapitre K désigne le corps R ou le corps C.

I Généralités

I.1 Définition

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et f : F — F une application de E dans F. On dit que f est une
application linéaire si et seulement si

Remarque 1 :

1. Une application linéaire est une fonction qui « préserve/est compatible » avec les structures d’espaces vectoriels
de F et F.

2. En particulier pour tout (z,y), f(z +vy) = f(z) + f(y) et pour tout A € K, f (Ax) = X f(x).

— )

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels.

e On note .Z (E, F) 'ensemble des applications linéaires de E dans F'.
e Si F'= FE, une application linéaire de F dans F, est appelée .........oiiiiiiiiiiiiii ..
o On note .Z (F) 'ensemble des endomorphismes de E.

e Si F' =K, une application linéaire de F dans K est appelée une forme linéaire.

\ J

Soient E et F' deux K espaces vectoriels et f € Z (E,F). On a
1. f(0g) =0p.
2. Pour tout n € N*, tout (A\1,...,A,) € K" et tout (x1,...,2,) € E™ on a

f (ZM%) => A f(zn).
k=1 k=1

3. Soit G un sous-espace vectoriel de E. Alors f|, est une application linéaire de G dans F': f|, € Z (G, F).

Exemple 2 :
E —- F
1. L’application nulle f : { ....................................
z +— Op
EFE —- FE
2. L’application identité Idg : { ....................................
r =
EFE —- F
3. Plus généralement, toute homothétie de rapport A € K, hj : { N TTeereereeeeeseeeeen
T = Az

EFE — FE

La translation de vecteur a € E'\ {0g} 7, : {
= T+a

4.
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10.

1.2

_ h

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels. L’ensemble . (E, F') muni des opérations + et - est un espace vectoriel.

¢'(R) — E°(R)
fo= D=1
tion comme un élément de £ (¢ (R)) par exemple).
R[X] — R[X]
P — DP)=P
de la dérivation comme un élément de .Z (R, [X],R,,—1[X])).

R? — R
Pour (a,b) € R?, 'application s : est une forme linéaire sur R2.
(z,y) — ax+by

. La dérivation sur les fonctions D : { est linéaire (on peut aussi parler de la dériva-

La dérivation sur les polynémes D : { est un endomorphisme (on peut aussi parler

Z(R,K) — K
[ = f(zo)

aussi parler de I’évaluation des polyndémes dans K).

¢ (0;1,R) — R

L’évaluation en un réel zg € R, @, : { est une forme linéaire sur .% (R, K) (on peut

L’intégrale I : 1 est une forme linéaire sur € ([0; 1], R).
f = / f)dt
0
R3> — R2?
L’application f : { est linéaire.
(.’E,y,Z) = (m+y,y—z)

L’ensemble . (E, F)

On peut sommer deux applications linéaires qui ont le méme ensemble de départ E et le méme ensemble d’arrivée
F'. Pour tout (f,g) € £ (E,F), on pose

e {E — F
Ve o (fFto)@) =f@) +9).

On peut également multiplier une application linéaire par un scalaire : pour tout f € £ (E, F) et A € K|

EF = F
M { v o (A )() = A ().

Enfin on peut composer deux applications linéaires lorsque ’espace d’arrivée de la premiére coincide avec I’espace
de départ de la seconde : pour tout f € £ (E,F) et tout g € £ (F,G)

of: {E =G
T e s o) @) =g(fla).

En particulier si f € £ (E) est un endomorphisme, on peut composer f par f : fo f et recommencer. On note
alors
O =Idg e VneN', f"=fo---of.
—_—

n fois

\
_ h

Soient E, F et GG trois K-espaces vectoriels.

1.Sife Z(E,F)et ge Z(F,G) alors go f € Z(E, Q).
2. Si f € Z(F) alors pour tout n € N, f* € Z (E).
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Soient E, F et GG trois K-espaces vectoriels.

1. Soit f € Z (F,G). L’application Z(E,F)

\. J

Démonstration. Montrons le premier point.

Soit f € Z(F,G) ety : LEF) = Z(BG)

: g — fog . Montrons que % est linéaire. Soient (A1, A2) € K2, (91,92) €
% (E,F)”. Montrons que

Y (Argr+A292) = MY (91) + A2t (g2)

ou encore,
fo(Agr+A2g2) =A1fogi+ A2 foga.

Pour tout z € F,

foArgr+ A2 92) (#) = f (A1 g1(2) + Az g2(7))
=M f(g1(z)) + A2 f (g2(2)) car f est linéaire
=X fogi(x)+ Az foga(x).

Ceci étant vrai pour tout z € E, on en déduit que
fogi+A2g2) =X fogi+ A fogs < Y (Argr+A292) = M (1) + A2 (g2)

Conclusion, 1 est linéaire.

Le second point est laissé en exercice. Vous remarquerez que celui-ci ne requiert pas la linéarité de g. 0

_ h

Soient E un espace vectoriel, f et g deux endomorphismes de E, (f,g) € (£ (E))2 On suppose que f et g
commutent i.e. fog = go f, alors, pour tout n € N,

3. (formule de Bernoulli) sin > 1, alors [ — g™ = ..o i

1.3 Noyau et Image

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et f € £ (E, F).
o On appelle noyau de f ’ensemble des antécédents de O par f, i.e. 'image réciproque de {Or}, noté Ker (f) :
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Remarque 3 : On en parle toujours d’image directe pour n’importe quelle application mais on ne parle de noyau
QUE pour des applications LINEAIRES (c’est 1'usage).

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et f € £ (E, F') une application linéaire. Alors
1. le noyau Ker (f) est un sous-espace vectoriel de F

2. T'image Im(f) est un sous-espace vectoriel de F.

Exemple 4 :

Dans chacun des cas suivants déterminer le noyau et 'image de I'application linéaire.

E F
1. f:{ - 2. f=1dg
Tr OF
R? R R3 R3
3. f: - 4. f: -
(l’,y) = Tty (.’L‘,y,Z) — (x—l—y—z,:c—y—kzgy—z)

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels, f € Z (E, F).
1. Si A est un sous-espace vectoriel de E alors f (A) est un sous-espace vectoriel de F.

2. Si B est un sous-espace vectoriel de F alors f~1 (B) est un sous-espace vectoriel de E.

Remarque 5 : La proposition [[.J] est un cas particulier de ce résultat.

Démonstration.

1. Soit A un sous-espace vectoriel de E. Montrons

fA)={yeF|3recd y=/f(z)}

est un sous-espace vectoriel de F.
o Par définition f(A4) C F.

o Puisque A est un sous-espace vectoriel de E, on sait que O € A. Donc f (0g) € f(A). Or f(0g) = OF
donc O € f(A).

o Soient (A1, A2) € K2 et (y1,92) € f(A)Q. Posons y = A1 y1 + A2 y2. Puisque y; et yo sont dans f (A4), il
existe x1 € A et zg € A tels que y; = f (21) et y2 = f (22). Donc

y=Myr+Xey2 = A1 f(w1) + X2 f(22) = f (A1 w1 + Ao x2) car f est linéaire.

Posons = A z1 + Ao z9. Puisque A est un sous-espace vectoriel et que x1 et xo sont dans A, on en déduit
que z € A. Or y = f(x). On a donc construit pour y un antécédent de y qui soit dans A. Donc y € f(A).
Ainsi f(A) est stable par combinaison linéaire.

Conclusion, f(A) est un sous-espace vectoriel de F'.

2. Soit B un sous-espace vectoriel de F. Montrons que
fH(B)={zeE|f(z) € B}

est un sous-espace vectoriel de F.
o Par définition f~1 (B) C E.



c
el | P
''''''''''''' Mathématiques PTSI, Chapitre XXI 2023-2024

o Siz =0g. Comme f est linéaire, f (0g) = 0F. Or B est un sous-espace vectoriel de F. Donc 0y € B. Donc
f(0g) € B et donc 0g € f~1(B).

o Soient (A1,)\2) € K2 et (w1,72) € f~1 (B). Montrons que = \; 21 + Ao w2 € f~1(B) ie. f(x) € B.Ona
f@)=Ffrz+Aaxe) =X f(z1) + A2 f (22) car f est linéaire.

Par définition, z1 et o sont deux éléments de f~! (B) i.e. f(x1) et f (x2) sont deux éléments de B. Or B
est un sous-espace vectoriel donc

AL f(21) + A2 f (22) € B.
— —
€B €B
Donc f(x) € B autrement dit A\; 21 + Ao = x € f~1(B). Donc f~1(B) est stable par combinaison
linéaire.

Conclusion f~1 (B) est un sous-espace vectoriel de B.

1.4 Projecteur et symétrie

_ )

Soient E un espace vectoriel, F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans F.

e On appelle projecteur ou projection sur F parallelement a G, I'application p qui a tout élément de F
renvoie sa composante dans F' :

Dessin :

Remarque 6 :

1. Puisque les espaces sont supplémentaires, la décomposition de x en x; 4+ x5 existe toujours et est unique. Donc
pour chaque z, p(x) et s(x) existent et sont uniques (important pour que p et s soient correctement définies).
Il est VITAL que les espaces F' et GG soient supplémentaires.

2. Attention un sous-espace vectoriel F' ne posséde pas un unique supplémentaire G. Donc il n’existe pas une
unique projection ou symétrie sur F' mais une infinité (sauf si F' = E ou {Og}) suivant la direction choisie.

Exemple 7 :
1. Dans R?, déterminer la projection et la symétrie sur F' = Vect (1,1) parallelement & G; = Vect (1,0), Gy =
Vect (0,1) et Gz = Vect (1, —1).
2. Dans R[X], on pose F ={P e R[X]|P(-X)=P(X)} et G={P eR[X]| P(—X)=—P(X)}. Montrer que
F et G sont supplémentaires dans R[X] et déterminer la projection p et la symétrie s sur F' parallélement & G.
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Soient E un espace vectoriel, F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de F, p la projection sur F
parallélement & G. Alors

1. pe Z(E) 2. F=Im(p)={z€E|p(x)=x}=Ker(p—1dg) 3. G =Ker(p).

Démonstration.
1. Soient (\, pu) €K%, 2 =21 +2 € FOG=E,y=y1+y2 € F®G = E. Posons z = A\x + uy, on a
z=Ax+py =A@+ x2) + p (Y1 +y2) = Awr + pyr) + (Naz + pye) -
Puisque F' et G sont des sous-espaces vectoriels, z1 = Ax1 + py; € F et 20 = Axo + py2 € G. Par définition de
p, on a donc,
pAz+py) =p(z) =2 =Azr+py = Ap(x) + pp (y).

Conclusion, p est linéaire.

2. Soit x € F. Alors x =z + 0g € F & G et donc par définition, p(z) = z. Donc F C {xz € E | p(x) =z }.
Soit x € {x € E | p(x) =} ie. p(x )—xetdoncw— p(z) € Im (p). Donc {z € E | p(x) =z} C Im (p).
Enfin, soit € Im(p), alors il existe 2’ € E tel que x = p(z’). Notons o’ = 2} + 2, € F & G = E, alors
z=p(a') =2) € F. Donc Im (p) C F. Conclusion, FF =Im (p) ={z € E | p(z) =z }.

3. Soit z € G. Alors ¢ = 0g + 2 € F & G = E. Par définition, p(z) = 0g. Donc z € Ker (p). Donc G C Ker (p).

Réciproquement, soit = € Ker (p). Alors p (z) = 0g. Notons © = 21 + 29 € F® G. Alors, 0Og = p(z) = x;. Donc

x =0g + x2 = 22 € G. Donc Ker (p) C G. Conclusion, G = Ker (p). .

Soit E un espace vectoriel et p € £ (E). On a I’équivalence suivante :

Remarque 8 : Dans ce cas, par la proposition précédente, p est une projection sur Im (p) parallélement sur Ker (p).
On appelle ces deux espaces les espaces caractéristiques de la projection.

Remarque 9 : Pour montrer que p est une projection, il suffit de montrer que p o p = p puis 'on détermine les
espaces caractéristiques Im (p) et Ker (p). ATTENTION cependant de ne pas oublier de montrer au préalable que p
est linéaire !

_ h

Soient E un espace vectoriel, F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E et s la symétrie sur F'
parallelement & G et p la projection associée. Alors,

1. s=2p—1Idg 2. s € GL (FE) (endomorphisme bijectif cf ci-apres)
3. F={zecFE|s(@x)=a}=....cc.cocoiiii... 4. G={ze€FE|s(xr)=—a}=..cccciiiiii ..

\
_ A

Soit E un espace vectoriel et s € .Z (E). On a P’équivalence suivante :

\. J

Exemple 10 :

1. Dans R?, montrer que p : (z,y) — (“ﬂgﬁ, %) est une projection et déterminer ses éléments caractéristiques.

2. Soit A = (\1//522 f?;) Dans .#> 1 (R). Montrer que s : X — AX est une symétrie et déterminer ses éléments
caractéristiques.

3. Dans C, montrer que s : z — Z est une symétrie et déterminer ses éléments caractéristiques.

4. Dans R3[X], montrer que p : P — P(0) + P'(0)X + (0)X2 est une projection et déterminer ses éléments
caractéristiques.

T . . ’ . 7172 /. .
5. Dans ., (R), montrer que p : A — AQi*A est une projection et déterminer ses éléments caractéristiques.

6. Dans .#, (R), montrer que s : A~ AT est une symétrie et déterminer ses éléments caractéristiques.

6 i
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II Injection, surjection, isomorphisme

I1.1 Définition et caractérisation

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et f € £ (E, F).
1. f est injective P

2. f est surjective P

Remarque 11 : Le premier point est une propriété utile des applications linéaires alors que le second point de la
proposition est général a toute application.
Remarque 12 :

1. La fonction f € .Z (E, F) est injective si et seulement si dim (Ker (f)) = 0.

2. Si F est de dimension finie. La fonction f € . (E, F) est surjective si et seulement si dim (Im (f)) = dim (F).

Exemple 13 : Dans les applications suivantes, déterminer si f est injective et/ou surjective.

1 : TR) » TOR) WA PATIENCE A DES LIMITES . "
<P / CAPORAL! SE ME, CEST UN ORDRE.’
= f \ " D'ARRETER VR PR e
AUl METTENT LE

(2
, 'AMP SENG S
R3 — R2? ) S Ves%Eagn?g/

r,y,2) = (v+y—z,z—y+2)

R[X] — R
P — P(a)

_ )

e Une application linéaire bijective est appelé un ..............................

3. PouraeR,f:{

¢ Un endomorphisme bijectif est appelé un .................. .. ... ...
o Soit E un K-espace vectoriel. L’ensemble des automorphismes de E est noté GL (E).

e Soient E et F deux K-espaces vectoriels. On dit que E et F' sont isomorphes si et seulement s’il existe
f € Z(E,F) un isomorphisme de E dans F.

\ J

Exemple 14 :
1. Montrer que E est toujours isomorphe a lui méme.

2. Montrer que Ry[X] est isomorphe a R3.

~(Proposition IL.3] ~
Soit E un K-espace vectoriel. L’ensemble GL (F) des automorphismes de E muni de la loi de composition o est un
groupe, appelé groupe linéaire de E. Autrement dit :

1. GL (E) est stable par composition : pour tout (f,g) € GL(E)?, fog e GL(E).

2. Tout élément de GL (E) admet un inverse dans GL (E) : pour tout f € GL(E), on a f~! € GL(E).

3. Plus généralement, pour tout f € GL (E) et tout k € Z, f* existe et f¥ € GL (E).

\ J

Démonstration.

1. Soit (f,g) € GL (E)2 Puisque ’ensemble de départ de f est I’ensemble d’arrivée de g, f o g est bien définie. De
plus on a déja vu que la composition de deux applications linéaires reste une application linéaire. Donc f o g
est un endomorphisme de E. Puisque f et g sont bijectives, on en déduit également (propriété générale sur les
fonctions bijectives) que f o g est bijective. Conclusion f o g € GL (E).

2. A vos crayons!
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I11.2 Famille de vecteurs et applications linéaires

_ h

Soient E et F' deux espaces vectoriels, f € £ (E,F), n € N* et (u,...,u,) € E™ une famille de vecteurs de FE.
Alors

f(Vect (ug, ... upn)) = Veet (f (ur),..., f(un)) .

En particulier si (uq,...,u,) est génératrice dans E alors,

Im (f) = Vect (f (u1),..., f (un)) .

\ J

Exemple 15 : Dans chacun des cas, déterminer 'image de 'application.

Lt R2 — RS
@y = Qe+y3z—ya+y)

5 . ) KalX] = Ku[X]
A P — P

~

Soient E et F deux K-espaces vectoriels, f € £ (E, F) et . = (uq,...,u,) une famille finie de vecteurs ( n € N*
).
1. Si f est injective et .Z est libre alors f (%) = (f (u1),..., f (u,)) est libre.
2. Si f est surjective et F est génératrice dans F, alors f (%) = (f (u1),..., f (un)) est génératrice dans F'.
3. Si f est un isomorphisme et si .# est une base de E, alors f (%) = (f (u1),..., f (uy)) est une base de F.

J

I r

~

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels, f € Z (E, F) et = (e, ...,e,) une base de E (qui est donc de dimension
n € N*).
1. f est injective si et seulement si f (%) = (f (e1),..., f (en)) est libre.

2. f est surjective si et seulement si f (#) = (f (e1),..., f (en)) est génératrice dans F.

3. f est un isomorphisme si et seulement si f (%) = (f (e1),..., f (e,)) est une base de F.
Soient F et F' deux K-espaces vectoriels. On suppose F de dimension finie n € N. Soient # = (ey, ..., e,) une base
de E et % = (f1,..., fn) une famille quelconque de n vecteurs de F'. Alors il existe une unique application linéaire

feZ(EF) telle que f (AB) = F ie. telle que
Vi € [1;n], f (&) = fi.

Autrement dit une application linéaire est entierement déterminée par I'image d’une base.

. v
Démonstration. Ezistence. Pour tout = Y ;" | z;e; € E avec (21,...,2,) € K" les coordonnées de z dans %, on
définit

)= wfs
i=1

Puisque & est génératrice, f est bien définie sur E tout entier et puisque A est libre, on a I'unicité de la décomposition
et donc f (z) est bien définie de maniére unique. De plus, il est clair que pour tout i € [1;n], f (e;) = f;. Montrons
que f est linéaire. Soient (A, u) € K2 et (z,y) € E?. On note (x1,...,7,) respectivement (y1,...,y,) les coordonnées
de x respectivement de y dans la base 4,

n n
xr = E €x;e; et Y= E Yi€;.
i=1 i=1
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Par combinaison linéaire on obtient
n

z=Xztpy =Y (A + ) e
=1

Par unicité des coordonnées, on en déduit que les coordonnées de z dans la base & sont (Ax1 + py1, .-« An Tn + nYn)-
Donc par définition de f,

F(2) =Y i+ ) fi-
=1
Ainsi,

F) =AY aifitnd vifi=Mf (@) +pf ),
=1 =1

ce qui démontre bien que f est linéaire : f € ¥ (E, F).
Unicité. Soient f et g deux applications linéaires de FE dans F telles que pour tout i € [1;n], f(e;) = g(e;) = fi.
Alors pour tout = Y z;¢; € E, on a

fx)=f <2": xiez‘) = zn:xzf (e;) car f est linéaire

i=1 i=1

n
=g (Z xiei> car g est linéaire

On a donc bien f = g ce qui démontre 'unicité. O

~ Proposition IL§. ~
Soient E et F' deux K-espaces vectoriels. Soient F et Es deux sous-espaces vectoriels de F supplémentaires dans
E:E,®Ey,=E. Soient f1 € £ (E1,F) et fo € £ (E>, F) deux applications linéaires. Alors il existe une unique
application linéaire f € £ (E, F) telle que flg, = f1 et fig, = fo.
Autrement dit une application linéaire est entierement déterminée par ses restrictions sur des sous-espaces supplé-
mentaires.

\. J

Démonstration. Attention, il n’est pas question ici de dimension, on ignore si ¥ ou F est de dimension finie ou
non.
Ezistence. Pour tout © € E = E7 @ Es, il existe un unique couple (x1,x2) € E1 X Es tel que © = x1 + z2. On définit
alors

f(@) = fi(z1) + f2 (22).

On note que f(x) est bien définie car f; est définie sur FE; et 1 € E; et de méme x5 € Es et fy et bien définie sur
E5. De plus l'unicité de la décomposition assure que f(x) est bien définie de maniére unique. Donc f est bien définie
sur E tout entier. De plus pour tout z € E;, sa décomposition dans F; & E5 étant © = = + Og, on a facilement que
f(@) = fi(@)+ f2008) = fi(z) + 0F = fi(x) car fz est linéaire. Donc f|, = fi. De méme on vérifie bien que
fig, = fo

Montrons que f est linéaire. Soient (A, ) € K? et (zy) € E?. Puisque E = E; & E, il existe (z1,11) € E} et
(19,92) € F2 tels que . = 21 + 1 et y = y; + y2. Alors par définition de f,

f(x) = fi(z1) + f (z2) et FW) = fi(y) + fa(y2) -

Posons z = Az 4+ uy. Alors la décomposition de z dans E1 @ Es est donnée par

z=Ax1+ py1 + A2 + pys .

€E, S5

o fi5
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Donc,
f() =z +pyr) + fo(Axe + pyo) par définition de f
= A f1(z1) + pfi (y1) + A fa (22) + pf2 (y2) car f1 et f» sont linéaires
=A(f1(z1) + f1 (y1)) +o (f2 (22) + f2 (y2)) -
=f(=) =f(v)

Ainsi, il vient que
fQz+py) = f(z) = Af(x) +pnfy)

Donc f est bien linéaire.
Unicité. Soient f et g deux applications linéaires de E dans F' telles que f, = g, = f1 et fl, = g, = [fo
Montrons que f = g. Soit z € E. 1l existe (z1,22) € Ey X Ej tel que © = x1 + x2. Donc par linéarité

f(@)=f(z1) + f(22) = f1(21) + fa(z2) = g (21) + g (22) = g (21 + 72) = g ()

et ainsi f = g.

11.3 Espaces isomorphes

Si E est un espace vectoriel de dimension infinie, alors pour tout p € N*, il existe .Z une famille libre de E de
cardinal p.

Démonstration. On pose
A ={Card (L) € N| Z est une famille libre de E }.

Puisque E est de dimension infinie, F # {0} et donc E admet des familles libres (tout singleton de vecteur non nul
de E par exemple). Donc .4 est non vide. Supposons .4 majorée. Comme .4~ est une partie de N, il admet alors
un maximum, notons-le m = max (/7). Un maximum étant atteint, il existe .%;,;, une famille libre de E de cardinal
m. Puisque F est de dimension infinie et que %, de cardinal fini, on sait que .%,, n’engendre pas F. Donc il existe
x € E tel que z ¢ Vect (.£,). Dés lors, la famille %, U {z} est libre. Or elle est de cardinal m + 1 > max (.4") ce
qui est absurde. Donc .4 n’est pas majorée. Donc pour tout p € N*, on peut construire une famille libre de cardinal
plus grand que p. Soit .Z;; une telle famille avec ¢ > p son cardinal. Comme une sous-famille d’une famille libre est
toujours libre, quitte a enlever ¢ — p vecteurs de %}, on peut construire une famille %, de E de cardinal p qui soit
toujours libre. 0

— ) \
Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et f € £ (E, F).

1. Si f est injective alors dim (F) < dim (F).

2. Si f est surjective alors dim (F) > dim (F).

3. Si f est un isomorphisme alors dim (E) = dim (F).

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie. Les espaces E et F' sont isomorphes si et seulement si

dim (F) = dim (F).

\. J

Démonstration. Si E et F sont isomorphes, on a déja vu dans la proposition qu’alors dim (E) = dim (F).
Réciproquement si dim (E) = dim (F) = n € N, montrons l'existence d’un isomorphisme entre F et F. Sin = 0, le
résultat est évident. Supposons n € N* et soient B = (e1,...,e,) une base de E et Br = (f1,..., fn) une base de
F'. Par la propriété précédente, il existe une (unique) application linéaire f € £ (E, F) telle que pour tout i € [1;n],
f (ei) = fi. L’image d’une base par f est une base donc par le point 3 de la proposition on en déduit que f est
bijective ce qui conclut la démonstration. 0

10/[15
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Tout K-espace vectoriel de dimension n € N* est isomorphe a K”. ]

Démonstration. C’est un corollaire direct du résultat précédent.

Application : démonstration de la caractérisation des suites récurrentes linéaires d’ordre 2.
Soit (b, c) € R?, avec ¢ # 0. On consideére 'ensemble suivant :

FE = {(un)neN eRY | Vn eN, untpo + bupir + cuy, = 0}

On suppose ici que A = b —4¢ > 0 et on pose r; = *b;‘/z et ro = 4;45@.
1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de RY.
E — R?
2. Montrer que & : { est un isomorphisme.
(un)neN = (u07 ul)

3. En déduire la dimension de E.

4. Montrer que ((r{),en» (75),en) st une base de E.

III Théoreme du rang

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et f € Z (F, F). On suppose E de dimension finie. On appelle rang de
Papplication linéaire f, noté rg (f) la dimension de 'image de f :

Remarque 16 :

1. Si # = (e1,...,en) est une base de E alors

rg (f) = dim (f (Vect (e1,...,ep))) = dim (Vect (f (e1),..., f(en))) =1 (f(e1),...,f(en)).

2. Si F est de dimension finie, une application linéaire f € £ (E, F) est surjective si et seulement si

Im(f)=F & rg (f) = dim (F).

Exemple 17 : Soit
) P — X?2(P(X+1)-P(X-1)-2P'(X)).
Vérifier que f est linéaire et déterminer son rang.

Remarque 18 : Soient E, F et G trois K-espaces vectoriels de dimension finie et f € £ (E, F) et g € £ (F,G) deux
applications linéaires.

1. rg(f) < min (dim (E) ,dim (F)).
2. rg(g o f) <min (rg(g),rg (f))-
3. Si g est un isomorphisme (en fait injective suffit) alors rg (g o f) = rg(f).

4. Si f est un isomorphisme (en fait surjective suffit) alors rg (g o f) = rg(g).

Démonstration.

1. Soient n = dim (F) € N* et B = (eq,...,ey) une base de E. Alors rg (f) = dim (Vect (f (e1),..., f (en))) < n.
De plus Im (f) est un sous-espace vectoriel de F' donc rg (f) = dim (Im (f)) < dim (F'). Conclusion,

rg (f) < min (dim (E) , dim (F)).

11/15]



c
e s Y Mathématiques PTSI, Chapitre XXI 2023-2024

2. Soit p =rg(f). Alors p = dim (Im (f)). Posons (f1,..., fp) une base de Im (f).

rg(go f) = dim(go f(E)) = dim (g (f (E))) = dim (g (Im (f)))
= dim (g (Vect (f1,..., fp)))
= dim (Vect (9 (f1),---,9(fp))) <p =rg(f).

D’autre part, puisque Im (f) C F, on a

m(go f)=go f(E)=g(f(E))=gIm(f)) Cg(F)=1In(g).
Ainsi,
rg(go f) <rg(g)
et donc
rg (g o f) < min (rg (9) g (f)).

3. Supposons g injective. Soient p = rg(f) = dim (Im (f)) et = (f1,..., fp) une base de Im (f). Puisque g
est injective et que .Z est libre, g (F) = (9(f1),...,9(fp)) ebt aussi une famille libre de G. Montrons qu’elle
est incluse dans Im (g o f). Soit ¢ € [1;p]. On a f; € Im (f). Donc il existe e; € E tel que f; = f (e;). Donc
g(fi)=go f(e;) € Im(go f). Ceci étant vrai pour tout 7 € [1;p] on en déduit bien que g (F) est une famille
libre de Im (f o g). Ainsi rg(go f) = dim (Im (g o f)) > Card (¢ (#)) = p = rg(f). Or par le point précédent,
on sait déja que rg(go f) < rg(f). Conclusion

rg(go f) =rg(f).
4. On suppose maintenant que f est surjective alors, Im (f) = F. Donc

rg(go f) = dim (g (f (E))) = dim (g (Im (f))) = dim (g (F)) = rg(g) -

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et f € £ (E, F). On suppose E de dimension finie. Alors

Remarque 19 :

1. La dimension de I'espace F' n’intervient pas dans le théoréme du rang. En particulier, F' peut méme étre de
dimension infinie.

2. Grace au théoreme du rang, on note que, lorsque E est de dimension finie,

f est injective & Ker (f) ={0g} & dim (Ker (f)) =0 & rg (f) = dim (F).

Ro[X] — R[X]

Exemple 20 : Déterminer le rang de f :
P mer le vang de f { P o (2X+2)P— (X2-1)P.

Exemple 21 : Redémontrer la proposition a I’aide du théoreme du rang et en supposant E de dimension finie.

Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie, f € £ (E, F) et S UN supplémentaire de Ker (f) dans
E. Alors f la restriction de f & E = S dans F = Im (f) est un isomorphisme : f € £ (E F)

Démonstration. Par la propos1tlonn fls + S — F est bien linéaire. De plus pour tout = € S, f|,(z) = f(z) €

Im (f). Donc il est possible également de restreindre Iespace d’arrivée & F' = Im (f). Donc f est bien définie et reste
linéaire : f € & (E F)

Montrons que f est bijective. Montrons que f est injective. Soit z € Ker ( f), en particulier par définition de f,
xz € E = S. De plus par définition du noyau, 0 = f(z) = f(z). Donc z € Ker (f). Ainsi, x € SN Ker (f). Or S et
Ker (f) sont en somme directe et donc S NKer (f) = {0}. Ainsi, x = 0z. Donc f est injective.

12 /15]
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Montrons que f est surjective. Soit y € F = Im (f). Alors il existe x € E tel que y = f(z). On a € F et on sait
que E = S+ Ker (f). Donc il existe (x1,22) € S x Ker (f) tel que x = x1 + zo. Dés lors, y = f(z) = f (x1 + 22) =
fx1) 4+ f(x2) = f(z1) + 0p car zo € Ker (f). Ainsi,

y:f(xl):f<x1) car x1 € S.
Donc y € Im (f) et on en déduit que f est surjective.

Conclusion, f est bijective et est donc un isomorphisme. 0

Remarque 22 : Cette proposition permet de redémontrer le théoréme du rang : puisque f est un isomorphisme, S et
Im (f) sont isomorphes et donc dim (S) = dim (Im (f)) = rg(f). Or S et Ker (f) sont supplémentaires dans E donc

rg (f) = dim (S) = dim (F) — dim (Ker (f)) .

_ h

Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie et f € £ (E, F). Si au moins deux assertions parmi les
trois suivantes sont vérifiées

alors f est un isomorphisme de E dans F'.

\. J

Remarque 23 : Si F et F sont de dimension finie et tels que dim (E) = dim (F) et f € Z (E, F). Alors la proposition
précédente peut se reformuler de la fagon suivante : on a les équivalences suivantes

f est injective & f est surjective & f est un isomorphisme.

Remarque 24 : Si E et F' sont de dimension finie et tels que dim (E) = dim (F') et f € £ (E, F). On peut aussi
remplacer l'injectivité ou la surjectivité par ’existence d’un inverse a gauche ou a droite :

dge Z(F,F) go f=1dg & dge X (F,E) fog=1dp & f est un isomorphisme.

Dans ce cas, g = f .

Exemple 25 : Démontrer que ’application suivante est un isomorphisme :

f_{ R? — Ry[X]
"\ (a,b,¢) — (a+b) X2+ (b+e)X +(a+b+c).

_ h

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels, f € £ (E,F) et b € F. On considére 1’équation linéaire d’inconnu un
vecteur x suivante :

fz)=0 (E)
On note S = {z € E | f(z) = b} 'ensemble des solutions de (E).
1. Sib ¢ Im(f), alors S = 0.

2. Si b € Im (f), alors S # 0 et admet au moins une solution zy € S. Dans ce cas, ’ensemble de toutes les
solutions est donné par

S=xo+Ker(f)={zo+zcE|zeKer(f)}={uecE|u—z9eKer(f)}.

\. J

Démonstration. Si b € Im (f), par définition de l'image, il existe g € E tel que f (zg) = b et donc z¢ € S est
une solution de (E). Montrons que S = {u € E | u — ¢ € Ker (f) }. Soit uw € S. Alors f (u) =b = f (x0). Donc par
linéarité de f, f(u—x0) = f () — f (x0) =b—b = 0p. Donc u — 2 € Ker (f).

13/]15
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Réciproquement soit u € E tel que u — 2o € Ker (f). Alors par linéarité de f,
fu)=f(zo+u—mz0)=f( 20 )+ flu—20) =b+0p =b.
~— ——
€S eKer(f)

Donc u € S. Conclusion, S = {u € E | u— x¢ € Ker (f) }.

Remarque 26 :
o On dit dans ce cas que S est un espace affine de direction vectorielle Ker (f).

o Nous avons déja croisé cette situation lors de la résolution d’équations différentielles linéaires avec second membre
ou lors de résolution d’un systeme d’équations linéaires avec second membre.

Exemple 27 : Si S est I'ensemble des éléments de (x,7y) € R? tels que 22 + 3y = 1. On pose
. R? — R
(Y = 2043y

On a alors
S={(z,y) eR?| f(z,y) =1}.

14/]15]
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Nicolas BOURBAKI (Besse-en-Chandesse (Auvergne) 1935 - ) est un mathé-
maticien francais (ou Poldéve selon certaines sources) n’ayant... jamais existé!

Apres la Premiére Guerre Mondiale, la nouvelle génération de mathématiciens n'a
pas beaucoup de prédécesseurs directs. En 1934, Henri CARTAN et André WEIL
déplorent le manque d’ouvrage solide et moderne pour leur enseignement a I’Uni-
versité de Strasbourg et décident avec une dizaine d’autres mathématiciens, presque
tous issus de I’Ecole Normale Supérieure, d’écrire un traité d’analyse le plus com-
plet possible. Ils se retrouvent alors réguliérement dans un restaurant parisien et
étendent leurs ambitions a ’algébre et la géométrie. En juillet 1935, un groupe est
constitué a Besse-en-Chandesse. Les mathématicien R. De Possel, S. Mandelbrojt,
J. Dieudonné et C. Chevalley sont présent a ce premier congrés. Le groupe décide
d’écrire un ouvrage d’environ deux mille pages sur les structures fondamentales

Photo prise en Juillet 1935.

et Détude de l'analyse. Afin qu’aucun membre du groupe ne soit mis en avant il De gauche & droite, debout :

H. Cartan - R. De Possel - J. Dieudonné - A. Weil

est décidé que chaque texte devra étre relue par 'ensemble du groupe et les publi- ™ ,isis" Mirtes - ©. Chevaliey - §. Mandeibrojt
cations seront rendue anonyme par l'utilisation d’un unique pseudonyme Nicolas

Bourbaksi.

La composition du groupe n’est pas figé et se renouvellera des décennies durant mais aucun membre ne devra avoir plus
de cinquante ans. Au fil des ans, le groupe comptera plusieurs mathématiciens célébres et notamment cing médailles
Fields (L. Schwartz, JP Serre, A. Grothendieck, A. Connes, JC Yoccoz) méme si ses publications se feront de plus
en plus rares.

Dans son traité « Eléments de mathématiques », Bourbaki refonde totalement les mathématiques et obtient de nou-
veaux résultats. Il aura une tres forte influence sur l’école francaise. On lui doit notamment la vulgarisation en France
des symboles ¥, 3, 0, lutilisation des symboles <, =, < et des termes « injectif, surjectif, factoriel ». Cependant,
d’un niveau soutenu, le traité obtenu est finalement peu utilisable par des étudiants en licence d’autant que les réfé-
rencements tres nombreux lors des démonstrations a d’autres théoremes d’autres sections mettent en exergue les liens
entre les différentes notions mais compliquent la lecture.

Le nom Bourbaki proviendrait d’un canular que fit un éléve de I’Ecole Normale Supérieure en
y donnant une fausse conférence sous l’identité inventée d’Holmgren, mathématicien suédois.
Conférence volontairement incompréhensible ou il aurait cité le théoréme de Bourbaki. Il
aurait emprunté ce nom au général francais Charles Bourbaki, sous lequel avaient servi des
normaliens durant la guerre de 1870.

Comment faire rentrer un éléphant dans un frigo ?

1.

Pour un arithméticien : mettez un bout de l’éléphant dans le frigo (la trompe par exemple). On peut toujours
en mettre un peu plus dans un frigo. Par récurrence, on démontre que l’on peut mettre tout I’éléphant dans le
frigo (et méme un nombre d’éléphants aussi grand que voulu!).

. Pour un topologue : mettez l’éléphant a coté du frigo. Définissez lintérieur du frigo comme étant l’espace autour

du frigo.

Pour un analyste : videz votre frigo. Dérivez I’éléphant. L’éléphant étant constant (il a défense de bouger et
un éléphant ¢a ne trompe pas...) sa dérivée est nulle. Or le frigo ne contient rien ce qui est nul naturellement
(personne n’aime les frigos vides). Donc la dérivée de l’éléphant est dans le frigo. Intégrez-le, il se trouve alors
dans le frigo. L’intégration d’un éléphant dérivant dans un espace frigorifique est laissé en exercice.

. Pour un ingénieur numérique : mettez un bout de ’éléphant dans le frigo : sa trompe par exemple. C’est suffisant

en pratique.

. Pour un statisticien : 99 des 100 éléphants interrogés dans le frigo affirment y étre rentrés. Le résultat est donc

correct. Le dernier éléphant n’a pas compris la question et n’est donc pas représentatif dans notre étude.

. Bourbaki affirme que c’est un corollaire du théoreme 12.1I1.b qui traite le cas d’une poule et l'utilisation subtile

du lemme A.2.6 qui permet la mise en place de l’isomorphisme évident entre une poule et un éléphant.

Pour un algébriste linéaire : faites tenir l’éléphant en équilibre sur sa trompe. La trompe est alors une base pour
l’ensemble éléphant. Montrez que la trompe rentre dans le frigo puis que le frigo est stable par combinaisons
linéaires. L’éléphant est alors un sous-espace du frigo.
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